Logica 

Matematica 


Corretude  do 
si  stem  a L ■ 


Numero 

Imaginario 

numeroimaginario 

.com 
. b r 


Corretude 


Dizemos  que  um  sistema  e correto  com  relagao  a alguma  propriedade 
(por  exemplo,  a propriedade  semantica  de  "verdade'j  se  todos  os 
teoremas  deste  sistema  possuem  esta  propriedade. 


Uma  propriedade  importante  de  um  sistema  matematico  e que  ele  seja 
correto  quanto  a veraade  (tautologia):  queremos  que  nosso  sistema 
demonstre  teoremas  verdadeiros. 


Neste  vfdeo,  demonstraremos  que  o sistema  L e correto  com  relagao  a 
propriedade  de  tautologia. 


Valoraqao 

DE  FIN  I CAP  1:  Uma  valoraqao  de  L e uma  funqao  v,  cujo  dominio  e o conjunto  de 
formulas  de  X e cuja  imagem  e o conjunto  { V , F } , tal  que,  para  quaisquer  formulas 
A eB  de  X: 


a)  v(A ) =£  v(-\A), 

b)  v(A  ->  5)  = F se  e somente  se  i7(X)  = 7 e v(F)  = F. 

Observe  que  uma  atribuiqao  arbitraria  de  valores  as  variaveis  proposicionais 
(formulas  atomicas)  de  L nos  da  uma  valoraqao. 


DEFINICAO  2:  Uma  fbf  A de  L e uma  tautologia  se  para  toda  valoragao  v, 
v(A)  = V. 


Teorema  da  corretude 

TEOREMA  1 (da  corretude):  Todo  teorema  de  L e uma  tautologia. 


Ideio  da  demonstragao: 

• Todos  os  axiomas  de  L sao  tautologias. 

• A regra  de  inferencia  MP  preserva  tautologia: 

• Resultado  1 do  vfdeo  4:  Se  A e (A  ->  B ) sao  tautologias,  entao  B tambem 
uma  tautologia. 


Teorema  da  corretude 

TEOREMA  1 (da  corretude):  Todo  teorema  de  L e uma  tautologia. 


Demonstragao: 

A demonstragao  e por  indugao  no  numero  de  fbf's  de  L que  constituem 
a prova  de  um  teorema  A em  L. 


Caso  base:  A prova  de  A possui  uma  (1 ) formula. 

Nesse  caso,  A so  pode  ser  um  axioma.  Basta  verificar  (construindo  a 
tabela  verdade)  que  todo  axioma  (instancia  de  axioma)  de  L e uma 
tautologia. 


Hipotese  indutiva:  Todos  os  teoremas  de  L que  possuem  uma  prova 
com  um  numero  menor  do  que  n formulas  sao  tautologias. 


Tese:  Um  teorema  A com  uma  prova  composta  por  n formulas,  n > 1, 
tambem  e uma  tautologia. 


Pela  definiqao  de  prova,  ou  A e uma  axioma  (nesse  caso,  ja  e uma 
tautologia),  ou  e condusao  da  aplicagao  de  MP  a duas  formulas 
anteriores . 

No  segundo,  caso,  essas  formulas  anteriores  devem  ter  a forma  B e 
B ^A\ 


1. 

2. 


Note  que  B e B v4  sao  teoremas  de  £ cujas  provas 
possuem  um  numero  menor  do  que  n formulas. 


k b Portanto,  pela  hipotese  indutiva,  sao  tautologias. 

l.B  A Pelo  resultado  1 do  video  4,  se  B e B A sao  tautologias, 

: entao  A tambem  e uma  tautologia. 

n.  A 

Logo,  pelo  princfpio  da  indugao  matematica,  todo  teorema  de  £ e uma 
tautologia.  ■ 


Observagao  final 

E possfvel  demonstrarmos  ainda  a recfproca  do  teorema  da  corretude, 
isto  e,  e possfvel  demonstrarmos  que  toda  tautologia  e teorema  de  L. 


Para  isto,  precisaremos  introduzir  antes  outros  dois  conceitos:  extensao 
e consistencia.  E o que  faremos  no  proximo  vfdeo. 
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